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HARMONIE 

SNTRE LES PRINCIPES GENERAUX DE. REPOS 

ET DE MOUVEMENT 

de M, de MAUPERTU 1S 
PAR M. EULER. 


I. 

M de Mav.pertuis 7 nôtre très digne Préfixent, ayant décou- 
vert deux principes généraux, i*un pour rétac du repos 
* ou de l’équilibre, & l’autre pour celui du mouvement, il 
femble d’abord que ces deux principes n’ont rien de commun, puis- 
qu’ils font fondés fur des élémens tout à fait diflrerens entr’eux. Ce- 
pendant je ferai voir, que l'un & l’autre de ces deux principes eft 
foutenu fur le même fondement, & qu'ils fe trouvent dans la plus 
étroite üaifon > de forte que dès qu’on tombe d'accord fur l'un , on ne 
(àuroit plus révoquer en doute l’autre: ou bien, l'un étant fuffifam- 
ment conftaté, tiendra lieu d'une démonftration rigoureufe defautre. 
Cette belle harmonie me paroic d'autant plus importante, qu'elle eft 
capable de mettre dans tout fon jour, tant l’un que l'autre de ces deux 
principes : & on conviendra aifément, que plus ces deux principes 
Mira. dt FAtni. T«m, î'IS, Y font 
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font unis entr’eux, & plus ils feront conformes à la fimplicité de la 
Nature. 

H. Je commencerai par le principe général du repos , ou de l'é- 
quilibre, & dés que je l’aurai énoncé dans toute fa force conformément 
aux explications, que l’IUuftre Auteur en adonnées dans les Mémoires 
de l’Académie Royale des Sciences de Paris pour l’année 1740. on re- 
connoitra par le moyen d'une feule réfiéxion, que l’autre principe 
général du mouvement en eft une fuite néceflaire. Donc, puisque le 
premier principe n’eft aflfujetti à aucune oppofition, & qu’ après l'Au- 
teur j’en ai auiîi démontré la vérité par une infinité de cas entièrement 
differensencr'eux; cette harmonie feule fuffira à réfuter toutes Jes ob- 
jections, qu’on pourroît faire contre l’autre principe du mouvement. 
Et partant j’efpere, quefexpcfirion de cette harmonie fera le plus pro- 
pre moyen, non feulement pour maintenir ces deux principes, mais 
ausfi pour en faire voir la nouveauté : perfonne n’en ayant eu afleuré- 
ment aucune connoifiànce avant M. de Munpcrtuis, 

Or M. de Maupert-uis énonce cette loi du repos en ces termes: 
” Soit un Syftème de corps qui pefent , ou qui font tirés vers des 
” centres par des forces qui agifTent chacune fur chacun, comme une 
w puiflance n de leurs diftances aux centres : pour que cous ces corps 
” demeurent en repos, il faut que la fomme des produits de chaque 
” mafle par l’intenficé de la force & par la puiflance ;; — 1 de fa 
” diftance au centre de fa force, (qu'on peut appeler la fomme des 
*’ forces du repos,) fafle un maximum ou minimum .” Ainfi pofant 
M pour la mafle d'un corps quelconque, qui appartient au fyftème, 2 
pour la diftance de ce corps au centre, auquel il eft attiré par la force 

f z ; on prendra le produit M fz pour le corps M ; & la 
fomme de tous les produits femblables, qui conviennent à chaque 
corps du fyftème, fera un maximum ou un minimum , lorsque le fyftè- 
me eft en équilibre. 


IV. 


IV. M. de Maupertuis dévelope deux cas pour faire voir la vé- 
rité de cette loi: chacun contient un fyftème de trois corps liés en- 
tr’eux. Dans le premier il confidére ces corps attachés à des rayons 
immatériels, mobiles autour d'un point fixe : dans l’autre il les regar- 
de comme attachés à des cordes unies dans un point mobile : Et 
quoique ces deux cas foient entièrement differens entr'eux, il montre 
que dans l'un & l’autre la fusdite loi fubfifte. Car pofar-t la maffe de 
chacun des trois corps ” M, la diftance au centre, auquel il eft atti- 

H 

ré ~ 2, & la force même ~f z , H fait voir par les principes or- 
dinaires de la Dynamique, que dans le cas de l'équilibre la fomme de 

ces formules M/Ws, qui répondent à chacun des corps , eft égale 
à zéro. D'où il s'enfuit évidemment, que la fomme de leurs intégra- 
I * “h I 

les, ou de — — M fz , fera un maximum ou un minimum; & 
lorsque l’expofant n eft partout le même, on pourra omettre le coef- 
ficient commun — - — . 

n- f- i 

V. Ces deux cas étant entjérementdifFerens entr’eux, on recon- 
noit aifément, que la même régie doit avoir lieu dans tous les cas 
d'équilibre de trois corps ; puisque, quel que foit l'état des corps, il 
doit participer de l'un & de l'autre. II eft: ausfi évident, que fi au 
lieu de troiscorps lefyftème étoit compofé deplufieurs,& mêmed'au- 
tant que ce puifîe être, la même régie fubfifteroit toujours également. 
De plus il n’eft pas née ef faire, que les forces foient proportionelles 
à de femblables puiflances des diftances ; pourvù qu’on ne néglige pas 

X 

les coéfïîciens , lorsqu’ils font differens entr’eux a l’égard 

n -f- i 

des divers corps, fur lesquels les forces agifTent. 

Y 2 
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VI. Rien n’empéche suffi, que les forces ne foient fuppofécs 
proportionnelles à des fondions quelconques des diftances. Car H 
chacun des corps , dont la mafle foit ~ M , dr la diflance à un centre 
des forces ~ z, y eft attiré par une force quelconque accélératrice 
zzV, au lieu defz on verra par le même raifonncment, que dans 
l’état d'équilibre la fomme de toutes les formules MV^/s fera égale 
à zéro. Et partant la forante de leurs intégrales /M V d z fera un 
maximum & un minimum. Où il faut remarquer, comme je ferai 
voir plus bas, qu’il y a aftuellement deux efpeces d’équilibre, l’une 
où la fomme de ces formules eft un minimum, l’autre où elle eft un 
maximum . 

VII. Si le même corps M, qui fait partie du fyftème, étoit en 
meme tems follicité parplufieuts forces acxélératrices V, V', V", dre. 
vers des centres differens, dontil foit éloigné par des diftances z, z 1 , 
z u Sic . chaque force fourniroit une formule à part pour le même 
corps M: àr l’expreffion entière pour ce corps, qui fait partie de la 
formule du maximum ou du minimum, feroit; 

/M V dz-\- fmVi dz -H/M V'UzU-j-Sic. 

Ou puisque la mafle du corps M eft confiante, cette expreffion 

fera m M (fV d z -+-/V' dz* -H f V" d z" -H &c.) 

& la fomme de toutes les pareilles expreffions, qui conviennent à 
chaque corps du fyftème, fera infailliblement on maximum on un 
minimum dans le cas d'équilibre. Ou bien, puisque M V , M V', 
MV^&c. expriment les forces motrices; fi l’on prend V, 

Sic, pour marquer déjà les forces motrices, notre formule fera; 

/V dz-\- /V' d z 1 -H/’ V" d &c. 

VIII. Il n’eft pas auffi néceflaire , qu’on confidére les diftances 
entières de chaque corps aux centres de forces, auxquels il eft attiré; 

U 
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il fera permis pour la commodité du calcul, de prendre à volonté dans 
les direftions, félon lesquelles les corps font follicités, des points 
fixes, & d’employer les diftances à ces points, qui foient v * , v" 
&c. au lieu des diftances c, e 7 , z fi &c. aux centres mêmes. 
Car, puisque les différences entre ces diftances z — z , — v / \ 
Z U _ -J! &c. font confiantes, on aura dz ~ dv; dz f ~d'V f & dz !t 
“ d v lf . De forte que l’expreflion pour la formule du 'maximum 
ou minimum fera : 

M (JVdv -b/V' dv f - h /V" dvii-ir &c.) 
où l’on omettra la mafl'e M. lorsque V, V 7 , V 7/ &c. expriment déjà 
les forces motrices. 

IX. Ayant donc un fyftème de corps quelconque, quifoiten 

équilibre, on confidérera féparémen: chaque corps avec toutes les 
forces dont il eft fol licite, qui fourniront pour ce corps, dont la malle 
foie ~M, une telle formule M (/’Wiz-J- dv f — |— /V^rfV'&c.) 

lorsque V, V 7 , V^&c. marquent des forces accélératrices; mais fi 
elles marquent les forces motrices mêmes , on n’a qu’à omettre la 
mafie M, comme y étant déjà renfermée. On rafïembkra ensuite tou- 
tes ces formules, qu’on aura trouvées pour chaque corps, ou chaque 
particule du fyfième des corps , dans une fomme, & cette fournie 
étant renduE un maximum ou minimum déterminera l’état d’équilibre. 
C’eft donc à cette régie, que fe réduit le principe uiiiverfel d’équilibre 
de M. de Maupcrtuis, qui s’étend à tous les corps, feie qu’ils foient fo- 
lides ou fiuïdes, roides ou flexibles, & même élaftiques, comme on 
peut voir des Mémoires, qui fe trouvent dans les Mém. de l’Ac. Roy. 
des Sciences & Belles- Lettres de Prufle pour l’an. 1748» où j’ai exa- 
miné ce qui eft un maximum ou minimum dans l’état d’equilibre de 
tous ces differens genres de corps. 

X. Puisque donc tout ce principe revient à la formule fVdv — b 
fV^v /V" dv /f —J— &c. qu’il me foit permis, tant pour abréger 

Y 3 que 
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que pour parler plus précifément, de nommer cette expreffion d'un 
nom particulier, & il me fenible que celui d 'effort fera le plus conve* 
nable. Car, puisque la fomme de toutes ces expreflions, qui répon- 
dent à chaque élément du corps, efl un maximum ou minimum dans 
l’équilibre, il ne fera pas mal àpropos de dire que c’efl la fomme de 
tous les efforts , qui efl la plus grande ou plus petite dans le cas de 
l'ig- 1*. l’équilibre. Donc, fi le corps M efl follicité par les forces V, V', V" &c. 
dirigées vers les points fixes V, V / , V" &c. & qu’on pofe les diftan* 
ces 'M V”^, M V { ~z> f , M VMy—itH&c. effort de ces forces fur 
le corps M fera ” f\ dv — j— dv 1 —J— /\’f dv\ ou fi les let- 

tres V, V', \ tl &c. expriment les forces accélératrices, l ’ effort fera 
— M (/ Va v -h fW> d v* H-/V" dvtf &c.) 

XI. Donc, en vertu du principe général du repos de ^A.deMau- 
permis , nul corps, tant folide que fluide, ne fauroit être en équilibre, 
a moins que la fomme de tous ies efforts pris enfemble , qui agiffent 
fur chaque élément du corps, ne foie la moindre, ou la plus grande 
qu’il efl: poflible. Or je ferai voir plus bas , que le plus grand ne trouve 
lieu qu'en des cas tout à fait particuliers , où l’équilibre ne fe rétablit 
pas, quand il efl troublé; dans tous les autres cas, où l’équilibre efl 
permanent, c'eft le plus petit qui a lieu. Je remarque ici en paflant 
qu'il y a bien des cas, où la fomme des efforts devient “ o } mais tant 
s’en faut que ces cas foient contraires au principe, qu’ils le confirment 
plutôt davantage. Car la Nature ayant, pour ainfi dire, en vue de ren- 
dre la fomme des effors la plus petite, le but principal tend fans doute 
à la faire évanouir entièrement; & lorsque cela n’eft pas poflible, ce 
n’eft qu’alors qu’elle doit fe contenter delà rendre auflï petite qu’il 
efl poflible. Ce principe porte donc, qu’en tout cas d équilibré la 
fomme de tous les efforts, auxquels tou§ les élémens du corps font 
aflujctcis, devient la plus petite qu’il efl poflible: & c’eft en peu de 
mots le principe de l 'équilibre, ou du repos, de M. de Mmpcntùs . 


XII. 



J. Çer-teHïr, ‘Sc - Brr*L t 
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XIÎ. Ayant établi ce principe pour le repos, ou l’équilibre, 
qu’y a-t-il de plus naturel que de foutenir, que ce même principe ait 
a u Hi lieu dans le mouvement decorps, follicités par de femblablesfor- 
ces ? Car fi l’intention de la Nature eft d’épargner le plus qu’il eft pos- 
fible fur la Comme des efforts , il faut qu’elle s’étende aufli au mouve- 
ment, pourvu qu’on prenne les efforts, non feulement comme ils 
fubfiftent dans un inftanc, mais danscous les inflans enfenable, que du- 
re le mouvement. Ainfi l’effort, ou la Comme des efforts, étant pour 
un inflant quelconquede mouvement ~ <I>, & pofant l’élément du 
tems “ d /, il faut que cette formule intégrale f<b d t foie un mini-* 
mut». Deforte que fi pour le cas de l’équilibre la quantités doit 
être un minimum , les memes loix de la Nature femblent exiger, que 
pour le mouvement cette formule / O d t foit la plus petite. 

XIII. Or c’efl précifément dans cette formule, qu’eft contenu 
l'autre principe de M. de Maupertuïî , qui regarde le mouvement; 
quelque different qu’il puifie paroitre au premier coup d’oeil. Pour 
faire voir ce bel accord , je n’ai qu’à remarquer, que lorsqu’un corps 
fe meut, étant follicité par les forces expofées V, V 7 , V n àtc. l’effort 
<ï>, auquel le corps eft affujetti, exprime en même tems la force vive 
du corps, ou bien le produit de la mafle du corps M par le quarrédefa 
vitefle. Donc, pofant fa vitefle “ w, la formule qui doit être un mi- 
nimum fera ~ /'Mande, or udt exprime l’élément de l’efpace, que 
le corps parcourt dans le tems de, & partant pofant cet efpace — ds y 
nous aurons fMuds pour égaler à un minimum. C’eft à dire, il faut 
à chaque inftant multiplier la mafle du corps M par la vitefle u, & ou- 
tre cela par l’efpace parcouru ds } & la femme de tous ces produits 
doit être un minimum. 

XIV. Me voilà ainfl conduit aux mêmes mots, dont M. de 
Maupertuis fe fert pour définir fon idée de l’attion, quand il dit, que 
l’aftion eft le produit de la mafle par la vitefle & par l’efpace parcouru. 
Ainfi dans le cas du §. précèdent la formule M « ds exprime la quan- 
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tîté d’aftion pour un inftant quelconque, précifément félon la maniéré 
de parler de M. de M ah ver tut s ; & fuivant Tes mêmes fentimens le 
mouvement du corps doit être tel, que la Tomme de toutes les actions 
élémentaires, ou /"M u d s devienne un minimum. Or j’ai auffi fait 
voir dans le IV. Volume de nos Mémoires, que ce principe fournit pré- 
cifément les mêmes courbes, qu’on découvre par les principes ordinai- 
res de la Mécanique. On voit donc clairement , que ce principe de 
mouvement de M, de Maupertuis eft une conféquence néceflaire de 
Ton principe général de repos ou d’équilibre. 

XV. Comme dans le mouvement l’expreffïon donnée cy-deflus 
O d t exprime précifément, ce que M. de Maupertuis nomme l’a&ton 
du corps pendant le tems infiniment petit d /, on pourra dire avec 
autant de droit, que $ marque l’aftion inftantanée fans avoir égard au 
tems; auquel cas $ convient avec ce qu’on nomme force vive. Donc 
auflfi pour l’état de repos ou d’équilibre , quoiqu’il n’y ait point de 
mouvement, puisque la même expreflion C> marquant l’effort total y 
entre, rien n’empêche qu’on ne lui donne encorejle même nom d’ac- 
tion, de forte que dans ce cas Taftion l’effort feroient la même 
chofe; & cette dénomination eft aufïî parfaitement bien fondée. Ainfi, 
fuivant ie lentiment de JVÎ. de Maupertuis , on eft auturifé de dire que, 
tant dans le mouvement que dans le repos, la quantité d’aétion eft tou- 
jours la moindre qu’il eft pofiible. 

XVI. Mais il faut ausfi prouver ce’ que je viens d'avancer dans 
le §. VIII. & la dénionftration nous éclaircira mieux fur l'accord de ce 
que je nomme effort, & de l’idée de l’aftion de M. de Maupertuis . 

Kg. II. Pour cet effet Toit le corps M attiré aux centres de forces V, V', V^&c. 
pardesfnrces V, V ; , V // &c. p 0 fa n t les diftan ces 
& V /f M zzv n &c. dont les forces mêmes foient des fondions quel- 
conques: que ce corps ait jusqu’ici décrit la courbe EM, & qu’a pré- 
fent fa viteffe en M Toit rz u , avec laquelle il va parcourir l’élément 
de la couibe M m~ds } pendant l’élément du tems “ dt y d: on au- 
ra 


ra ds “ udt. Or l’effort des forces far le corps M fera fuivatit ce 
que j’ai expofé “ fV dv — |— fV 1 du 1 -4- fV 11 du (l &c. fuppo- 
fant ces forces motrices : donc exprimant l'effort par (£>. nous aurons: 

C> “ /V d u — |— fv f d uf -t- fV lt d &c. 


XVII. Maintenant pour connoitre 1a vitefle même du corps, 
qu'il aura conformément aux forces dont il eft follicité , on n’aura 
qu'à cirer de ces forces par la décompofition connue les forces tavgen» 
tieitcf. Pour cet effet qu'on mene du point m fur les dire fiions des 
forces les perpendiculaires wv, mu ' , mu tf &c, & on fait par les 
régies de la décompofition , que la force tangentielle qui réfulte de la 


M 'u d 

force Mw~V eft “ ■=-=— . V “ — -j- . V à caufe de M v~~dv'. 

Mm d s 

de même les forces tangentielles, qui réfultent des autres forces Vf 

M uf duf M 

& Vf 1 feront rr V'iz - V' ; & = — — . V" — 

M m ■ ds M m 


du 11 
à s 


V". 


Donc la force tangentielle entière fera 


Vd-u-Vt dv* -V"dvf' 


Or pofanc cette force tangentielle 


“T on fait par les principes de Mécanique qu'on aura Mdu~^Tdf t 
ou bien : zM/tdt/zzTds à caufe de dszz.u d t. Et partant ayant 


a M udu — - V du - Vf du* - Vif duf { &c. 


on aura en prenant les intégrales 

M ttu~ Conft. — fV du~ /V { dv f ~ fV 11 du !! « &e. 


XVIIÎ. Donc, puisque par l’hypothefe fV du — f- fV‘ du 1 
— |— fva d u 11 &c. exprime l’effort des forces fur le corps M, que 
j’ai pofé ~ <£, il eft évident que nous aurons : M uu mConft.— O. 
frf cm. de MwJ* Tarn. V1U Z On 
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On comprend aifément que la conftante ne trouble rien dans l’harmo- 
nie , que je viens d’établir entre l’effort $ & la force vive du corps 
Mau: car fi f$dt eft un maximum ou minimum , la formule 
f M u u à t ou /M u d s le fera auffi, puisque le terme /'Conft. 
d t ” Conft. / n’entre pas dans la confidération du maximum 
ou minimum. Et outre cela l’effort $ étant exprimé par des formu- 
les intégrales, renferme déjà en foi une conftante quelconque, de forte 
que j’aurois pu entièrement négliger cette conftante, & pofer finale- 
ment d’où l’identité feroit d’autant plus évidente. 

Cependant fi l’on prend lesdites intégrales fur un pied fixe, de for- 
te que l’effort $ en obtienne une valeur déterminée, l’addition delà 
conftante fera néceffaire ; puisque la vicefte du corps en M dépen- 
dant de la vitefte imprimée au corps au commencement pourroit être 
quelconque ; c’eft donc de cette vitefte initiale, que la conftante à 
ajouter doit être déterminée en chaque cas propofé. Mais de quel- 
que quantité qu’elle puiffe être, elle n’affefte point la détermination 
du maximum ou minimum. 

XIX. Cependant, puisque la force vive M un eft égalée à l’ef- 
fort d> pris negarivement, il faut remarquer, que fi f M // ndt , ou 
/M ad s y eft un minimum y la formule dt fera un maximum & 
réciproquement Mais, quoique la différence entre un maximum & 
minimum paroiffe bien grande, elle n’eft pourtant d’aucune confé- 
quence dans la Nature même, puisque les maximum & minimum ne 
different entr’eux que par rapport aux fignes , de forte que là, où une 
quantité quelconque Z eft un maximum y la même quantité prife né- 
gativement » Z eft en même tems un nu • imum. C’eft aufTi la raifon 
pourquoi la méthode pour trouver tant les maximum que les mini - 
mi.fn eft absolument la même. Ainfi qui voud r oit attaquer de ce cô- 
té l’identité decouverte entre la force vive M un & l’effort ne fe- 
roit que de pures chicanes. 


XX. 
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XX* Mais ayant démontré l’identité entre i’efforc & la Force 
vive feulement pour le cas, où un feul corps fe trouve en mouve- 
ment, on aura lieu de douter fi la même identité fubfiftera, lorsque le 
mouvement renferme plufieurs corps liés encr’eux d'une manierequel* 
conque, qui conftituent un corps flexible, ou même fluide. Mais aufïï 
dans ces cas, quelque compliqués qu’ils puiffent être, je foutiens 
que la fomme des forces vives de tous les élémens du corps fe réduit 
toujours à la fomme de tous les efforts, auxquels tous les étémens 
font affujettis en même tems. Pour prouver cela il fuffira de confi- 
dérer feulement deux corps M & N, attachés cnfemble par le moyen Fig III. 
d’une verge M N , qui les tient toujours à une diftance donnée ; de 
forte que le mouvement de l’un dépend de celui de l’autre. Enfuite, 
pour ne pas trop embarraffer la démonftracion, je ne confidérerai 
qu'un feul centre de force V, auquel ces deux corps foient attirés ; 

& on verra aifément que la même démonflration s’étend, tant à autant 
de corps liés enfcmble qu’à autant de centres de forces qu’on voudra. 

XXI. Soient donc les diflances MV~^ & NV zz j, dont 
les deux corps font éloignés du centre V dans l'inflant préfenr. Soie 
X une fonftion quelconque de x, qui exprime la force accélératrice, 
dont le corps M'efl attiré vers Y r , & une fonftion femblable de y qui 
fuit zz Y exprimera la force accélératrice , donc l’autre corps N eft 
attiré vers Y r . Donc, pofan: M & N pour les maffes des deux corps, 
les forces motrices, dont ils font attirés au point V, feront MX & 

N Y ; & partant les efforts fur les corps feronr, fuivant la définition 
nue j’ai donnée, /ïvl X dx & f X V' dy, ou bien M /'X dx Si N ’/Y dy 
à canfe des maffes confiantes. Donc, po fane la fomme des efforts 
zz , nous aurons O zz M fX dx — (— N fX d y. 

XXII. Soit maintenant la viceffe du corps en M zz k, & celle 
du corps en N zz t', avec lesquelles ils parcourront pendant l'élément 
du tems dt les efpaces M m & N;;, & nous aurons M m ZZ ndt Si 
N»zz vdt. Qu’on tire des poinrs r,i Six aux lignes YM Y” N 

Z 2 les 


m 


ISO 


les perpendiculaires m x & n y, pour avoir Ma* — dx 5f 
N ~ y : «Se la force centripète fournira 

pour le corps M la force tangentielle z= . M X — — 

N y "NYdy 

pour le corps N la force tangentielle — ^ , N Y m Or 

les deux corps étant liés enfemble par la verge MN, cette verge fe 
trouvera dans un certain degré de cenfion , qui foie ~ T, & dont el- 
le attirera les deux corps enfemble, pour les maintenir dans la diflan- 
ce donnée, afin qu’il foit mn ” MN. Donc, tirant de Ma mn & de 
N à MN les perpendiculaires M^ on aura mp “ N^, & la 

?>l P 

force T agira fur le corps M avec la force tangentielle “ « - . T 


T. mp 

~ M — «T 

u d t 


IV1 m 

puisqu’elle tend à retarder le mouvement, & fur le corps 


N avec la force tangentielle z= T z= — ~ 

N» ’vdt vdt 

Y 

XXIII. En tout donc le corps M fera follicité par la force tan* 

MX^ - T. m p , , , , , 

gentielle “ — , qui étant mulnpnee par l'élément 

u dt 

du tems d t doit être égalée à 2 M du, d’où nous tirons 

De même maniéré l’autre corps étant follicité par la force tangentielle 
N Y dy —1— T. m p 


% > a i t 


, fi nous la multiplions par d le produit doit 


être égalé à 1 N d v, ce qui fournit cette égalité: 
z'Nvdv~ — NYdy - 4 - T. mp 


Ajou- 
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Ajoutons maitenant ces deux égalités enfemble pour avoir: 

2 M u d u — f- i^vdvzz. — MX^ — Y dy 
dont l’intégrale fera: 

M « « Conft. — M /X dx — N /"Y 

ou bien à caufe de O ~ M/X d x —J— N fY d y 
M u u -j— N v v ™ Conft. — O. 

XXIV, Ici il eft évident que M u u & N v v expriment les for- 
ces vives de chacun des deux corps, de forte que la femme des forces 
vives eft égale à Conft. — d?, ou fimplement à — (I>, y comprenant la con- 
fiante; & partant la fomme des forces vives & la Tomme des efforts à 
chaque inftanc font exprimées par la même formule. Donc, fi dans 
la pourfuite du mouvement la formule f $ d t eft un maximum ou 
minimum^ comme le principe d'équilibre de M de .Wanp rtuis exige, 
c’eft abfolument la même chofe, que fi f M u u d t -j— / Nv v d t ou 
/ M it. Mm — j— /"N z>. JV n devoit être un minimum ou maximum . 
Or Mu. IV î m marque félon M. de Maupcrtnis la quantité d’aftion du 
corps M & Ni?, N» celle du corps N pendant le cems dt. Far con- 
féquent les deux principes de M. de Maupt. rtuis font aufiî parfaite- 
ment d’accord, même dans la plus grande étendue. 

XXV. Voilà donc une démonftration accomplie de l’identité 
des deux principes de Mr. de Maupertms^ d’où l’on voit que l’un eft 
une confcquence néceiïàire de l’autre, & qu’ayant prouvé la vérité de 
l’un, l’autre en eft également mis hors de doute. On conviendra auffi 
aifémeut, que comme j‘ai dérivé le principe de mouvement de celui 
de repos, celui cy doit aufti être une fuite de celui-là; quoique la 
dé.nonftraûon devienne plus embarraftée. Car, fi l’on veutpafier du 
mouvement au repos, on doit fuppofer le mouvement infiniment pe- 
tit, ce qui caufe de grandes brouïlleries dans la confidération des vi- 
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tefles infiniment petites, & des efpaces qui en font parcourus dans un 
tems infiniment petit, lequels feront exprimés par des différentiels du 
fécond ordre. Mais ayant démontré Tidentité de ces principes , on 
n’a qu’à fe fervir de l’idée de l’effort dans les cas d’équilibre, & on 
fera afleuré qu’elle revient au-méme, que fi l'on écoit entré actuelle- 
ment dans le détail du mouvement infiniment petit. 

XXVI. Tout revient donc à prouver la vérité du principe de 
repos, après quoi celle du principe de mouvement ne fauroit plus 
être révoquée en doute. Or, outre que M. de Mutiler tint lui - même 
en adonné une demunftracion fore folide, il en a auffi confirmé la 
vérité par l’application à plufieurs cas , où il a fait voir que l’équilibre 
efl toujours parfaitement bien d’accord avec fon principe. Et moi, 
ayant cherché les formules, qui font un maximum ou minimum dans 
les figures, que prennent coûtes forces de corps, tant flexibles qu’éla- 
ftiques,& même fluides, étant follicités par des forces quelconques, ces 
formules renfermeront toujours exaflement ce que je viens d’expri- 
mér par le terme d’effort. Tout cela enfembîe tiendra donc lieu d'u- 
ne parfaite riémor.ftrrtion de ce principe, de forte qu’il ne fauroit plus 
refier le moindre doute fur fa vérité. Or ces même preuves renfer- 
meront suffi la démoijflration de l’autre principe du mouvement, qui 
cil intimement lié avec celui de l’équilibre. 

XXV11. Mais il y a plus: ce principe de l’équilibre eft non feu- 
lement parfaitement bien conftsto, mais il nous conduit tout foui à 
toutes les recherches qu’on a faites jusqu’ici dans la Statique, ou Dy- 
namique, de forte que par le moyen de ce feul principe toute la Scien- 
ce de l’équilibre pourroit être expliquée dans toute fon étendue, fans 
qu'on ait befoind'y employer quelque autre principe que ce fort. Cela 
eft d’autant plus remarquable, qu’on fait que jusqu’ici on s'eft fervi 
de quelques principes bien diffbrens pour déterminer tous lesdifferens 
cas de l'équilibre; car la manière, tient on explique ordinairement la 
décompofîtion des forces, fuppofe u autres principes que ceux dont 

on 
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on explique la nature du levier. Il fera donc toujours très important 
de découvrir un principe, qui feul eft capable de foornir tous les dif- 
ferens cas d’équilibre, qu’on traite dans la Dynamique. 

XXVIII. Donc fi cette grande prérogative convient au princi- 
pe de M. de Mattpcrtttis , il n’ya aucun doute, que ce principe ne ren- 
ferme quafi l eflence de toutes nos connoiflances dans la Science de l’é- 
quilibre , & qu’il ne doive être regardé comme la véritable bafe de 
cette Science, d: comme la plus facrée loi de laNature. De plus il 
faut aufîi tomber d’accord, que ce même principe eft la plus heureufe 
& la plus importante découverte, qu’on ait jamais fait dans cetccScien- 
ce , puisque jusqu’ici on n’a pu produire un tel principe , qui fût 
commun à tous les cas d’équilibre en générai. Or ce qui mérite fans 
doute la plus grande attention, c’eft que ce principenous découvre en 
même tems, pour aînfi dire, la véritable intention de la Nature, qui eft 
d’agir avec les moindres dépenfes qu’il eft poflible. 

XXIX. Je crois donc que l’importance du fujet exige , que je 
fafle voir, comment même tous les premiers élémens de la Dynami- 
que découlent très naturellement de ce grand principe de la Nature, 
en vertu duquel aucunes forces ne fauroient fubfifter en équilibre, à 
moins que la fomme de leurs efforts ne foit la plus petite. Cela con- 
tribuera fans doute beaucoup plus à mettre ce principe dans tout fon 
jour, & à en faire voir la généralité, que n’a fait fon application à des 
cas plus difficiles, que j’ai tfiittés dans mes Mémoires fur cette matiè- 
re dans le IV. Volume de nos Mémoires. Par ce moyen on verra 
avec plus d’évidence, que toute la Dynamique, & partant suffi la Mé- 
canique, font fondées fur ce feul principe, & en peuvent être expli- 
quées, fans qu’on ait befoin de recourir à d'autres principes. 

XXX. Je commencerai donc par le cas, où plufieurs forces font 
appliquées à une point, & je montrerai que le point ne fauroit être 
en équilibre, à moins que la fomme des efforts ne foit la plus pe- 
tite. 
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tite. C’eft de là qu’on dérive communément le grand principe de la 
décompofition des forces , qui eft delà derniere conféquence par 
toute la Statique, & les autres Sciences qui en dépendent. Je ferai 
donc voir que ce principe fondamental n’eft qu’une conféquence très 
naturelle du principe univerfel de l’équilibre de M. de M*upertuis . 
Pour cet effet je fuppoferai les forces, qui agiflent fur le point en ques- 
tion, confiantes, puisqu'on ne s’étend point dans les élémens à des 
forces variables. 


Fig. IV. XXXI. Soit d’abord le point O follicité par deux forces O A, 
O B, vers les points fixes A& B, par le moyen fi l’on veut de deux 
poids, qui lui font attachés par des fils A O & B O, & qui en dépen- 
dent fur des poulies pratiquées en A & B. Soit A la force ouïe poids 
qui tire fuivant O A, & B celui qui tire fuivant O B ; qu’on nomme la 
diftance O A “ jt & O B —y t & l’effort delà force A fera —f A d x 
“ A a*; & celui de la force B = f B dy zz Bjy. Donc en vertu de 
notre principe le point O ne fauroit être en repos, à moins que la 
fomme des efforts Ax — f- B^ ne foit la plus petite qu’il eftpoflible. 


XXXII. Ayant tiré la droite AB, qu’on y mene du point O la 
perpendiculaire O P, & foit A B “4, AP~j, OPrrrz; d’où l’on 
aura BPzzTrf — j, & partant xzz V (zz y 

Il faut donc que cette formule foit un ?nmmu?n\ 

AV s s) -I- BV (a — s) 2 ) 

laquelle contenant deux variables z & s , il eft clair qu’à l’égard de z 
elle ne fauroit devenir plus petite que lorsque z — 0, car fi l’on dif- 
ferentie la formule propofée en ne fuppofant que z variable, & qu’on 
mette le différentiel m 0, on aura 


A z dz 

V (îî + rr) 


B z, d z m 

V (zz~\- (a — s) 2 ) 9 


ou bien z 


0. 
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XXXm. Pour le cas d’équilibre il faut donc d’abord, qu'il foit 
t'ZZo: foit donc O P ” z “ o , & notre formule deviendra 
”Ax-f- B (* — x); & pour qu’elle foit un minimum, il faut que 
A ds — B dr “0 , ou A “ B. Donc deux forces appliquées au 
point O ne fàuroient être en équilibre, à moins que leurs directions 
ne foient oppofées entr’elles, & que les forces mêmes ne foient égales. 

Voilà donc déjà le premier cas de la Statique immédiatement déduit 
de nôtre principe, par lequel on fait, que pour que deux forces foient 
en équilibre, il faut qu’elles foient égales ô: contraires entr*elles. 

XXXIV. Confidérons maintenant le cas de trois forces O A, Eifi- V. 
O B, & O C, dont le point O foit Ibllicité , & que ces forces foient ex- 
primées par les lettres A, B, C. Polànt donc les diftances O A 
O B “ y ; & OC“z, les efforts de ces trois forces feront : 

/\A<fx“Ax; /'Bdy zzB y; & fCdz~ C z. 

Donc il faut que Ax — f- By -4- C z foit un minimum. D’où l'on 
voit d’abord comme cy-deffus, que cela ne fauroit arriver, à moins 
que les points A, B, C & O ne fe trouvaient dans le même plan ; car 
fi le point O étoit élevé au deffus du plan ABC, l’expreflion 
Ax -f- By — 1- Cz feroit plus grande, que fi le point O fe trouvoit 
dans le même plan. 

XXXV. Puisqu’il faut donc, qu’il foit A dx — f- B dy -f- Cdz>—», 
fuppofocs que le point O foit transporté infiniment peu en 0, pour 
conclurre de ce changement les valeurs différentielles dx, dy 61 dz 
Pour cet effet foit l’angle A O B “/> ; BOCz^; & COAzr, 
de forte que p — |— q -f— r “ 4 angles droits. La direttion du chan- 
gement infiniment petit O 0 étant arbitraire, qu’il foit pris fur la droite 
V O0, & nommant l’angle AOV“w, on aura l'angle BOVi; 
w __p p t & C O V m oj — p -j— q. Donc , pofant l’intervalle in- 
finiment petit Oozzda, on aura les différentiels : 

dx — docofui; dy d 0 cof (w dz~do cof(w-f — p -f -q) 

Nim. i t ÏÂud, 7m, m A a XXXVI . 


XXXVI. Dose pour le cas d'équilibre nôtre principe exige 
qu’il Toit : 

A cof w — B cof — f-/>) -4“ C cof — o 

quelque valeur qu’on donne à l'angle w. Or le dévelopement de 
ces coflnus donnant : 

A cofw — J— B cof w cof^ H— C cof w cof 
— B fin w fin/> — C fin w fin 
il faut qu'il ioit réparé ment 


& A ■ ] ■ B cof p ■ | - C cof j ) — # 
& B fin p -f- C fin ( p -f- j) — o 


XXXVU. Or, puisque p -4- ? — 360° — r, on aura fin 
“ — fin r; & partant la derniere égalité donne 

B fin^ — C fin r — o ou B : C ~ fin r : fin p. 

Ainfi pour le cas de l’équilibre, il faut que la force O B'foit à la force 
C O, comme le finus de l’angle A O C au finus de l’angle A O B. Ou 
bien les trois forces doivent être entr’elles , comme les finus des an- 
gles oppofés ; car ce qui vient d’être démontré pour les forces B & C, 
aura aufli lieu pour deux autres quelconques comme A & B, &c. 
A & C. 


XXXVIII. Si cela paroiflfoit encore douteux , on n’auroit qu’à 

C fin t 

tirer de l'équation B fin p ~ C fin r, ou la valeur de B ~ — -- 

fin^ 

ou C ~ & la fubftituer dans la première égalité ; laquelle 

fin r 


pofant B ~ 


C fin r 


fe changera en cette forme : 
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. , C fin t cof p , _ _ , , . 

A H h C cof (p + J) — • 

Or àcaufe 3^0° - r, on a cof (/>-+-£) “ cofr; donc 

l’équation deviendra étant multipliée par fin p ; 

A fin p — (— C Q fin r cof p — f— cof r fin p ) “ o ou 
Afin^-f-CfinQf+r^nro; & puisque fin Qp-\-r)~~Ç\nq on aura 
Afin^ — Cfïng'ZIo, donc A : C ~ fin q : fin p, 

XXXIX. Que les lignes OA, O B & OC foient prifes pro* Fig. VI, 
portionelles aux forces mêmes, & ayant proloogé la ligne CO de 
l’autre côté jusqu’en E, de forte que ÔE” OC, on verra aifément 
que cette ligne O E fera la diagonale du parallélogramme A B formé 
des deux côtés O A & O B. Car puisque AO; B O ~ fin B O E ; 
fin A O E, il fera auffi 

AO: BO — finBOC: iinAOC 
Enfuite dans le triangle A OE on aura : 

OA: OE ~ fin AEO ; fin O AE “ fin BOC : finAOB 
d’où l’on voit que O E fera égal à O C. 

XL. Donc, pour que trois forces O A , OB, OC, appliquées 
au point O foient en équilibre , il faut qu’ayant formé de deux quel- 
conques OA & OB le parallélogramme AOÜE, la troifième OC 
tombe fur la produftion de la diagonale EO, & qu'elle lui foit égale. 

Or cette force O C étant en équilibre avec les forces OA & O B, 
feroit aufli en éqailîbre avec la force OE, qui lui eft égate & contrai- 
re ; donc, puisque tant les deux forces O A & O B que la feule for- 
ce O E font contrebalancées par la même force O C, il s'enfuit, que 
la force OE eft équivalente aux deux forces OA&OB. Voilà donc 
auffi le grand principe de la décompofition & de l'équivalence des 
forces , fur lequel eft fondée presque toute la Dynamique , qui eft 
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une confluence néceflàire du principe général de repos de 

d'équilibre. 

XLI. Cejnéme principe nous conduit auffi d’abord au critère» 
dont on fe fert ordinairement pour connoitre l'état de l’équilibre, 
lorsque plufieurs forces agirent fur le point O, lequel, quoiqu’il fe 
déduife aifément du principe delà décompofition des forces, dé* 
coule immédiatement de nôtre principe, fans que nous ayons befoin 
Fig* VII. f U ppofer ce que nous venons de trouver. Soient donc appliquées 

au point O autant de forces O A , O B, OC, OD &c. qu’on vou- 
dra, qui foient indiquées par les lettres A, B, C, D, &c. & po* 
fent les angles AOB~/>j B O C“yj COD“r ; DOA fi 
nous tirons par O une ligne quelconque V Z, d e que nous nommions 
l’angle AOVzw, nous trouverons pour le cas de l'équilibre, tout 
comme il a été trouvé pour trois forces, cette égalité. 

Acof w -f Bcof(w -f p ) -f Ccof (w-j- p-\- q) -f D cof^w-f-^-f q\ r) ~o 

& quelque grand quepuifle être le nombre desforces, on parviendra 
toujours à une équation fembiable. 

XLII. Que les lignes O A, OB, OC, OD, foientprifes pro- 
portionelles aux forces mêmes A, B, C, D, de forte que les for- 
ces puiflènt être exprimées par des lignes droites : & qu’on tire des 
points A, B, C, D, fur la droite V Z, les perpendiculaires A s t B b 9 
Cl, D d\ & il e(l clair qu’on aura 

0*4“ OAcofw; Ob “ - OBcof(w-J-/>); Oi^-OCco^w-j-p-J-y) • 

O d O D cof Q w [ p | ^ 

Donc l’état de l’équilibre exige, qu’il foit ; 

O a — Ob — O f -f- O d =0 

ou bien que la fomme de intervalles Os -J- 0</, qui tombent d’un 

côté 


V 
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côté du point O fur la droite VZ, foit égale à la Comme des inter» 
Vallès O b -J- Or, qui tombe de l’autre côté. 

XLUI. Puisque l'angle to peut être pris à volonté, qu’on pofe 
po° —j— to au lieu de to, & puisque les coünus fe changeront en des 
finu 5 , on aura pour l’état de l’équilibre ; 

Afrto-j— Blh (to —f— />) -}- Cfin(a )-)--p -l — — Dfn(oo '-\—p 

Or nommant comme, auparavant l'angle AOVzzco, les perpendi- 
culaires feront ; 

Arf^OAfinto; Bé“OBfin(to-f-p) ; Cf~— OCfin(to-f-p-t-£) 
& Drf “ - O D fin (go — | — — | — ^ — | — r) 

& partant nous aurons : 

A4 —J— B b Cr — D d " 0 

De forte que la fomme des perpendiculaires A4 -|-B b % qui fe trou* 
vent au deflous de la ligne V Z, doit toujours être égale à la fomme 
des perpendiculaires C c -f- D d, qui tombent au deilus, 

XLÎV. Voilà donc les deux principaux caraftères, dont on 
juge ordinairement de l’état d’équilibre d’autant de forces que ce foit, 
qui agiflïent fur un point donné ; & qu'on déduit communément de 
la décompofition des forces. Mais ils font, de même que la décom- 
pofition, une fuite immédiate de nôtre principe général. Je pourrois 
de la même manière faire voir , que ce principe fournit auflfi les con- 
ditions connues, fous lesquelles quatre, ou plufieurs forces, dont les 
dircflions ne feroient pas dans le même plan, fe trouvent en équilibre ; 
mais comme cela demanderoit des figures trop compliquées, je m’en 
pourrai palier d’autant plus aîfément, qu’on peut déduire ces condi- 
tions de la déco m pofition ordinaire, qui étant déjà une conféquence 
du principe général, il n’y a nul doute, que tous les cas plus com- 
pliqués ne le foient auffi. 
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XLV. Je paffe aux propriétés du levier, pour montrer qu’elles 
font également une conféquence néceflaire de nôtre principe. Soit 
donc P Q un levier droit, mobile autour du point O , aux deux bouts 
duquel P d: Q foient appliquées les forces P A & QB, dont les di- 
rections foient d’abord perpendiculaires au levier, Pofant donc ces 
forces P A “ A & QB “ B, & les diftances P Azz x & QB~y. 
les efforts feront A* & By, dont la fomme A x — f— B y devant 
être un minimum , il faut qu'il foit A dx —|— B d y “ o. Que le le- 
vier change infiniment peu de pofition en^O^, &on aura dx zzBp 
& Q-; î d’où l'on aura A. P /> — B.Q//~û, ou A:B~Q?: 

P^. Or Q^ : P p— OQ : OP ; & partant les forces A: B~OQ: OP 
ou A. O P zn B. O Q , ce qui eft la propriété principale du levier. 

XLVI. Mais, fans fuppofer cette propriété principale du levier, 
nous pourrons d’abord tirer immédiatement de nôtre principe la 
théorie générale du levier, de quelque figure qu’il foit, & de quel- 
ques forces qu’il foit follicité. Soit donc propofé un levier courbe 
quelconque PROS Q, mobile fur fon appuyO, auquel foient appli- 
quées les forces P A~ A ; Q B~B ; RC = C ; SD~D ; félon 
des dire fiions quelconques. Qu'on tire du point O aux points d’ap- 
plication de ces forces les droites OP, OQ, OR, OS, & foient 
les angles : 

APO— a; BQO — (3; CROzry; DSO — S 1 

De plus prenant dans les directions des forces à volonté des points 
fixes A, B, C, D, foient les diftances: 

AP — p ; B Q — q\ CR = r; DSzz.r 

& la fomme des .efforts de ces forces fera ~ A p —|— By —J— C r -f- D/. 
Donc pour l’état d’équilibre on aura: A dp —J— B dq — Qdr — (— 
D ds ~o. 
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XLVTIÏ. Pour trouver le rapport de ces différentiels, qu’on 
conçoive le levier tourner infiniment peu autour du point O , de 
forte qu’il parvienne dans la Aquation prO s q , ayant changé d’un 
angle infiniment petit zzdvs. Par ce mouvement les points P,Q,R,S, 
décriront autour du point O des arcs de cercles P p zz OP. dos ; 
Qq^zOQ.dos; Rr~OR. </w; Sr“OS.</to. Qu’on décri- 
ve auffi des centres A, B, C, D les arcs de cercles Pa ; q b ; 
Pc; sd, Maintenant l’angle A P O étant zza, & les angles APrf 
& OP^> droits l’angle pVa fera zz i8o° — a, donc fin pVa zz fin a. 
& partant ap zzdp zz P p fin a zz O P. dos. fin a : & de la même 
manière on aura cr~ dr ~Rr fin y “ OR. a» fin y. De l'autre 
côté ayant l’angle BQO zrzz jS & O Q g t : ÿQ°, on aura 
qQb zz |S - pO°, & Qqb ZZ i8o° - /?: donc fin Q q b ZZ. fir. /?, 
& partant Qé “ - dq ZZ Qq fin £ zz O Q, dos fin jS : & pareille- 
ment on obtiendra S d ~ — ds zz S s fin $ ZZ O S. dos fin é 1 . 

. XLVUI. Ayant donc: 

dpzzOP,dosîh(t; dr—OR.dosîny] ^~-OQfnj5; *zz-OS/wH 

nous trouverons pour le cas d’équilibre, en divifant par dos cette 
équation : 

A. O P. fin a H- C. OR.finy zz B. OQfin/? -(- D. OS.fin<? 

Or on fait que A. OP. fin a exprime le moment de la force PA fur 
le point O , & partant le contenu de cette équation eft , que la fom- 
me des moments d’un côté des points d’appuy O eft: égale à la fomme 
des moments de l'autre côté : en quoi confifte toute la doctri- 

ne du levier. 

XLIX. Le plan incliné fournit auffi dans la Statique un fujet, 
qui demande un dévelopement particulier ; mais qui fe déduit auffi 
immédiatement de nôtre principe. Soit EF un plan incliné fur la 
bafe horizontale FG ; fur lequel foit un corps O > foutenu par une for- 
ce, 


ce, qui fe tire félon la direction OB; & on demande les conditions' 
fous lesquelles le corps O fe trouvera en équilibre. Soit l’angle de 
l’indinaifon du plan EFG ~ y ; & l’angle BOE, que fat la di- 
rection de la force O B avec le plan incliné FE, ~ J; le poids du 
corps O , ou la force donc il eÂ folücicé en bas félon la verticale 
OA “A, & la force OB, qui le loucient B. Qu’on nomme 
donc la difîance OA ~x 6i O B ~ y j & la fomme des efforts de 
ces deux forces fera A,* -f- Bjr, qui doit être la plus petite, & 
partant A à x -4- B à y ” o t 

L. Que le corps O change infiniment peu de pofition fur le plan 
incliné, & qu’il parvienne en o f étant avancé par l’efpace, Oo—ds. 
Qu’on cire du point o fur O A la perpendiculaire oa , & de O fur B* 
la perpendiculaire O b, & après ce changement il eft clair, qu’il y 
auraOrf” — dx & ob~dy. Orà caufe de TangleO 04 — y oa 
aura Oa ~ds fin y, & l’angle O ob ~ EOB ~ d donnerai ” ds 
cof J, de forte que dx~<~ds fin y & dy~ds cof d. Donc pour 
l’état d’équilibre il faut, qu’il foit Arf/finy — f— B d s cof d ~ o, ou 
A fin y ~ B cof d ; ou la force O B fera au poids du corps O comme 
le finusde l’élévation du plan incliné au cofinus de l’angle E O B , que 
fait la direction delà force O B avec le plan incliné : & cette même 
proportion fe tire des principes ordinaires de la Statique. 

Ll. Cela pouf roic fuffire pour faire voir, que tous les cas d’équi- 
libre, qu’on explique dans la Statique, découlent très naturellement 
de nôtre principe général, de force que par fon feul moyen toute cet- 
te Science pourroit être parfaitement achevée. Or je remarque de 
plus, que ce principe fournit les conditions requifès à l’équilibre, très 
fouvent beaucoup plus promeement que les principes ordinaires. 
Car, lorsque le cas efl fort compliqué, on doit en fuivant les principes 
ordinaires confidérer dans chaque combinaifon les forces, dont les 
parties «giflent l'une fur l’autre, ce qui doit fe faire par la décompo* 
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(îtion des forces. Mais en employant nôtre principe général, on 
parvient au but» fans avoir befoin de tous ces détails. 

LII. Pour nous convaincre entièrement de cet important avan- Fig. Kl. 
tage, foit renfermée dans la Caifle EF GH une Machine quelconque, 
compofée d’autant de pièces que l'on veut, fans que nous en fâchions 
même la conftru&ion. Que cette Machine foit employée à vaincre 
une certaine réfiftence, par le moyen d'une force A P, qui s'applique» 
la Machine; or la force de la réfiftence foit repréfencée par BQ: 
foit la première zz P & celle -cy zz Q. Soient de plus les diftan- 
cesAP“.v; BQ ~y } & en vertu de nôtre principe ces deux 
forces ne fauroientétre en équilibre, à moins que la fommedes efforts 
Pa- — (— Qy ne foit la plus petite, ou P dx -f- Q dy “0. Or pour 
avoir le rapport des différentiels dx & dy, fuppofonsque la force A P 
avance par l'efpace P & qu’en même tems la réfiftence BQ cede 
par l'efpace Q^ ; cela pofé on aura dx “ Vp & ^yzz~ Qy: donc 
dans le cas d’équilibre il y aura P. Pp ZZ Q. Qy. 

LHÏ. Voici donc le principe général de toutes les Machines, 
qui découle immédiatement du principe univerfel de repos; or, quoi- 
que ce principe foit déjà connu il y a longcems, il faut remarquer, 
qu'on l’a conclu d'un grand nombre de cas particuliers, & que per- 
fonne n'en a encore donné une démonftration rigoureufe : de force 
qu’on peut plutôt foutenir, que ce principe tire fa certitude de nôtre 
principe univerfel. Mais peut-être me voudroit-on obje&er, que 
le principe général d'équilibre n’eft pas réellement different de ce 
principe général de toutes les Machines ; & puisque celui- ci eft depuis 
longtems connu , on révoquera fous ce prétexte en doute la nou- 
veauté de celuy-là. Comme c’eftl'uuique endroit, où l'onpuifTe atta- 
quer ce grand principe de M. de Mauptrtuis, il fera bon de prévenir 
cette obje&ion. 

Or je remarque d’abord, que le fujetdu principe de Mécanique, 
d’où l'on explique l'état d'équilibre de toutes les Machines, eft en- 
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tièrement different du fujet du principe général de repos ; car celui* 
là roule fur l'égalité des produits qu'on trouve , lorsqu'on multiplie 
d'un côté la force raou vante, & de l’autre côté la ré fi ft en ce, par l’efpa- 
ce qu’elles parcourent, la Machine étant mife en mouvement^ au 
lieu que celui-ci exige un minimum dans la Comme des efforts. En 
fécond lieu, le principe des Machines ne s’étend que fur deux forces, 
dont l’une met la Machine en mouvement, & l’autre eft celle de la 
rénitence , qui s’oppofe au mouvement : tandis que le principe 
général de repos eft applicable à autant de forces que ce foit. En 
troifième lieu, le principe des Machines fuppofe les forces confiantes, 
pendant que l’autre principe s’étend à des forces variables félon une 
loi quelconque. Par conféquent, ce principe ayant tant un fujet tout 
à fait different, qu’une étendue infiniment plus grande, ne fauroit en 
aucune manière être confondu avec l’autre ; & partant fa nouveauté ne 
fauroit être révoquée en doute, 

LV. Mais outre cela on eft absolument obligé d’avouer, que 
ce principe des Machines eft fort borné, quelque général qu’il puiffe 
paroitre d’ailleurs, n’étant applicable qu’à des Machines, où il s’agit 
de l’équilibre entre deux forces, l’une mouvante, & l’autre réfillente: 
& perfonne ne s’eft encore avifé de déduire de ce principe les cour- 
bures des corps flexibles, comme celle de la Caténaire, & encore 
moins des corps élafliques, fans rien dire de‘la figure des corps fluides, 
qu’ils doivent prendre étant Sollicités par des forces quelconques. Or 
j’ai déjà fait voir, que toutes ces figures fe découvrent très heureuse- 
ment par le moyen du principe général de repos de M. de Maupertuii ; 
de forte qu’on a toutes les raifons poflibles de regarder ce principe 
comme la plus importante découverte dans la Mécanique. 

LV1. Dans tous les cas d’équilibre , que j’ai examinés jusqu’ici 
par le moyen de ce principe, la fomme des efforts eft fans contredit 
un minimum ; mais il y a aufli des cas d’équilibre, où la fomme des 
efforts devient un mtaimum. Car il faut remarquer que les forces fe 
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doivent nécelïàirement foutenir en’ équilibre dans l’un âe l’autre cas ; 
auffi bien quand la fomme de leurs efforts eft un maximum, que quand 
elle eft un maximum. Mais l’équilibre qui réfulee du cas dn maxi- 
mum, eft d'une nature tout à fait differente de celui, qui renferme un 
minimum ; il y a à peu près la même différence, que lorsqu'uo cône 
repofe, ou fur fa bafe, ou fur fa pointe, où l’un & l'autre cas eft pos- 
fible ; & le premier répond au minimum, & l'autre au maximum. 

LVI1. Comme la méthode eft la même, foit qu’on veuille 
chercher ie maximum o u le minimum , nôtre principe général nous 
conduit également aux équilibres de l’une & de l’autre efpece, quoi- 
qu'ils foieut efléntiellemer.t differens entr’eux. La différence eft la 
même que celle qui fe trouve entre les deux fituations mentionnées 
d’un cône ; car un équilibre qui ré fuite d'un minimum eft d’une telle 
nature, que lorsqu'il fouffre '.’n changement infiniment petit, il fe ré- 
tablit de foi mé:ue : au lieu qu’un équilibre, où la fomme des efforts 
eft un maximum, ne fe rétablit point après un tel changement, mais 
s’en éloigne plutôt de plus en plus: tout comme un cône, qui repo- 
fe fur fa pointe, tombe entièrement, dès qu’on y touche tant foit peu. 

LVill. Pour donner un exemple où l’effort eft un maximum, Ilg.xil, 
je me fouviens d’un cas fingulier, qui m’a été propofè autrefois. CD 
eft une muraille fixe, contre laquelle il faut appuyer le levier A B, en 
forte qu’étant fou tenu fur un point O fixe , & follicité en A par un 
poids P, il demeure en équilibre. On fuppofe tant la muraille que 
le point parfaitement poli, de forte que le levier puiffe glifler libre- 
ment fans y rencontrer le moindre frottement; on fuppofe auffi, quaod 
on veut, le levier deftitué de pefanteur, de forte qu’il n’y ait point 
d’autre force, que le poids P, dont il foit follicité : car il feroit ajfé 
de ramener à ce cas celui, où le levier feroit auffi pefant. Ce cas, 
qui d’ailleurs n’eft pas fi aifé à réfoudre par les principes ordinaires 
de la Mécanique, eft remarquable par cette circonftance, qu’il peot 
être employé à trouver deux moyennes proportiooelles entre deux 
lignes données. 
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LTX. SoitdoncIalongueurdulevierAB ”4, la diftancedu pi* 
voc O à la muraille O E ” b, le poids ou la force , donc le bout A 
eft ciré en bas — P: ou, ce qui revient au même, fuppofons que le 
point A foit tiré par cette force au point fixe F pris dans la ligne EOF. 
Po&nt donc la di (lance AF “ z, l’effort fera — Pc, qui devant être 
un maximum, donne P dz ou dz~o: car il eft évident, que la diftan- 
ce A F ne fauroic être mife un minimum , attendu que plus le bout B 
gliffe ou en haut ou en bas, la diilance A F peut devenir plus petite. 

LX. Pofons donc, pour découvrir ce cas d'équilibre, la partie du 
levier entre la muraille & le pivot O B “ x, & à caufe de O E “ é, 
on aura B E “ Y £xx — b b"). Donc, puisque AO ~ 4 — x } on aura 
OB; B E~OA: AF, & partant: 

AF— < '“~ . x ÏY . i xx ~ hb ') — ± Y(xx-ti) - V(xx-ti), d’où l’on tiré : 

•X* 

f x dx — dx^abb — x 3 ) 

~ xx Y Qxx — b b') Y (xx — ùb') xxY\xx — bb') 
II faut donc qu'il foit x 3 — ab b ou x “ -pabb : ou bien la partie 
O B fera la première des deux moyennes proporcionelles entre les 
lignes OEdr AB. Or cette même foluion fe tire auffi des princi- 
pes ordinaires de Mécanique. 

LXI. Mais n’ayant confidéré jusqu’ici que des forces conflan* 
ces, j'ajouterai encore un mot fur des forces variables, & en particu- 
lier fur la force des refforcs, en quoi fera contenue la régie de M .Ber* 
mutti que j’ai expliquée dans mes Mémoires du Vol. IV. des Mém. 
fïg XIII. de l'Academ. pour trouver les efforts des forces elaftiques. Soit donc 
AO un levier mobile autour du point O, qui foit attaché au platfond 
fixe O B par le moyen d'un refforc EF bandé en arc de cercle du cen- 
tre O; & fuppofons que la force de ce reffort foit proportionnelle à 
l’angle B O À, de forte que le levier en foit toujours foilidcé perpendi- 
culairement au point F. Soit enfuite ce même levier tiré en bas au 

point 
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point A par une force confiante AP, & on demande les conditions, 
fous lesquelles ce levier fera en équilibre. 

LX1I. Soit la ligne O B horizontale, A P verticale ; & pofant la 
force AP“ A &la diflance AP~#, prife du point A à un point 
fixe P dans la même direction ; l'effort de cette force fera zz A x. 
Mais pour l’effort de la force du reffort, foit l’angle BOA — (p } & la 

, E© 

force du reffort dans cet état ZZ , fuppofant fa force pour un art* 


gle confiant arzE. Soit de plus l'intervalle OE “ OF“/ Or 
pendant que le levier avance un peu de l'angle infiniment petit 
AO a~ d <P, le reffort fera étendu de plus par l’efpace F/zz/V<p. 


E © . 

Nous aurons donc une force ZZ — à laquelle répond l’élement d'es* 


pac ef d Ç) : donc fon effort fera zz /• 


E <P 
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LXin. Ayant donc la femme des efforts rz A x -f- 

pour l’état d’équilibre , il faut qu’il foit A d x — (— — — (p d (fi “ o. 

Or le levier étant parvenu dans fon état voîfin O a, le point A fera 
transporté en a y par l’arc A a zz a dty y pofànt la longueur du levier 
O A rz 4 , & tirant la ligne horizontale a p t nous aurons d x rz — A p : 
mais l’angle a h p étant rz B O A ~ <P, on obtiendra A p rr a d <p 
cof<P, d’où nous tirons; 

— A cof£-f- tydtp^zo, ou A*cof^rz?^V 

a a 

Or il eft évident que c'eftla vraye condition de l’équilibre, car A a cof^) 

E f 

exprime le moment de la force A P rz A fur le point O, & <pzz 

B b 9 E (p. 
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— . f le moment de la force du r effort , lesquels moments doivent 
a J 


être égaux entr'eux. 


LXIV. Delà on voit réciproquement que l’effort du reffort, 

E f 

que nous venons de trouver zz — . <p<p,eftjuftement exprimé; & 

^ et 

* 

partant on en feraauflî affeuré de la jufteffe de la régie de M. Bermul’i , 
que j’ai expliquée dans mesMém. allégués, pour trouver l’effort de l'é- 

E f 

lafticité dans les courbes élaftiques. Car — exprime ce, que j*y ainom- 

et 

mé Pélafticité abfolue, & puisque Pàngle B O A “ 0 y eft infiniment 
petit, il fera proportionnel réciproquement au rayon de la développée; 
lequel donc étant pofé ~r, l'effort de Pélafticité fera exprimé en forte 
C 

— - , prenant C pour la jufte quantité confiante; & c'eft précifément 

TT 

Pexprçflion de M. Bcrnoulii dont je me fuis fervi dans l’endroit allégué. 
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